
木村のきまぐれ UP                                       http://toitemita.sakura.ne.jp 

1 

47 
 Nを正の整数とする。 N2 以下の正の整数 nm, からなる組 ( )nm, で， 

02 =+- mnxx が N以上の実数解をもつようなものは何組あるか。 
（2009 東京工業大学） 
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解法 1 

02 =+- mnxx の 2 実数解を ba , とする。 
【1】 NN >> ba , のとき 

 N2>+ ba ，解と係数の関係より n=+ ba  Nn 2>\  

  これは nが N2 以下の整数であることに反するから NN >> ba , は不適である。 

【2】 N=a のとき 

  02 =+- mnxx の判別式をDとすると， 0³D より， 042 ³- mn  ・・・① 
  解と係数の関係より， mNnN ==+ bb ,  ・・・② 

  ①，②より， ( ) ( ) 04 22 ³-=-+ bbb NNN  N=\b  

  ゆえに， Nを実数解にもつとき，その解は重解であり，これより 2,2 NmNn ==  

  これと NmNn 21,21 ££££ より， NNNN 21,221 2 ££££  \ 2,1=N  
  ゆえに， ( )mn, は ( ) ( )4,2,1,2 の 2 組 

【3】 Nがa と b の間の数のとき 

  mnxxy +-= 2 と x軸の共有点の x座標と 02 =+- mnxx の解が一致するから， 

  中間値の定理より， 02 <+- mnNN  2NNnm -<\  

  したがって， 2NNnm -= をmを nの関数と見て， 2NNnm -< ， Nn 21 ££ ， Nm 21 ££  

を満たす領域の格子点の数，すなわち ( )mn, の組の数を求めればよい。 

  よって，図より， ( )mn, の組の数は 

( ){ } ( ){ } ( ) ( ){ } 221321121112111 2 --=++-+-++--++-- NNNNNNN  

 

 

【1】～【3】より， ( )nm, の組の総数は NNNN -=--+ 22 2222  ・・・（答） 
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解法 2 

02 =+- mnxx の判別式をDとすると， 

実数解条件は 042 ³-= mnD  
4

2nm £\  ・・・① 

①が成り立つ下で，2 つ実数解がいずれも Nより小さいときの必要十分条件を求める。 
2 つ実数解を ba , とすると， NN << ba , より， 0,0 <-<- NN ba  

0,0 <-<- NN ba と ( ) ( ) ( )( ) 0,0 >--<-+- NNNN baba は必要十分の関係であり， 

解と係数の関係より， mn ==+ abba , であることから， 

2 つ実数解がいずれも Nより小さいときの必要十分条件は 
( ) ( ) ( ) 022 <-=-+=-+- NnNNN baba  Nn 2<\  ・・・② 

( )( ) ( ) 022 >+-=++-=-- NNnmNNNN baabba  2NNnm ->\  ・・・③ 

より， 

②かつ③が，すなわち ( ) ( )22 NNnmNn ->Ç<  ・・・④ が成り立つことである。 

少なくとも 1 つの解が N以上であるための条件を求める。 

条件は ④①Ç （ NmNn 21,21 ££££ ） 

これと 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )2

2

2

2

2

2

NNnmNn

NNnmNn

NNnmNn

-£È³=

->È<=

->Ç<=

　　

　　

④

 

より， 

( ) ( ){ }2
2

2
4

NNnmNnnm -£È³Ç÷÷
ø

ö
çç
è

æ
£=Ç④①  

これに条件 NmNn 21,21 ££££ を加えることにより， 

条件は，
4

2nm £ ， 2NNnm -£ ， NmNn 21,21 ££££  

 ( )nm, の組の数 

  
4

2nm £ ， 2NNnm -£ ， NmNn 21,21 ££££ を nm座標平面上に表し， 

  格子点の数，すなわち ( )nm, の組の数を求めればよい。 

よって，次ページの図の斜線部の格子点の数より， ( )nm, の組の数は 

( ){ } ( ) ( ){ } NNNNNN -=++-+-++- 2212211211  ・・・（答） 
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